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u 1. INTRODUCCION

v’ Conduccidén

Mecanismo complejo de transmision de calor que transcurre a nivel microscéopico y mediante el
cual los atomos y moléculas interaccionan a través de choques elasticos e inelasticos que
propagan la energia debido a un gradiente de temperatura.

k: conductividad térmica

oT 0T oT a: difusividad térmica
Flujo:q=-k[OT —q=—kli—+j-+k—| [

v’ Ley de Fourier:

d0x dy 0z a="%/pc,
dT dT

Caudal : Q =-ALK[OT | >g=—-k—:+0Q0=—-A-k-—

Q 1 DIM. q dx Q dx

Conduccion Conveccion Radiacion
Sélido Si No No
Fluido Si () Si (1) Si (1)
v'TC en sélidos (conduccién):
Ley de Fourier
Perfil de Temperaturas » Flujo (q) y/o Caudal (Q) de calor
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u 1. INTRODUCCION

v Ecuacién de conservacién de cualquier propiedad extensiva:

= I [\T/) = -+ G [2]
/ \ \ Generacion

Acumulacién
Transporte por Transporte
convecciéon molecular
v Sélidos (v=0):
orl
— =-Op+G [3]
ot

v Energia:

* [1: concentracién de energia, p cp T, T
+ @ flujo de calor (Ley de Fourier), -k OT, & - (_ ) + [4]
* G: generacion de calor por unidad de volumen y P E:P ot Ok T G
tiempo por efecto Joule o reacciones nucleares,
por ejemplo.
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u 1. INTRODUCCION

v'Solucién de problemas de TC en sélidos:

\
T
pLEp % — _D(_ k DDT) +G Integracién Perfil d Ley de Fourier
> —> teerfql)er:tura —>  Caudal y flujo
Condiciones de contorno
Condiciones iniciales
v’ Clasificacion problemas de TC en sélidos: v Soluciones de la ECE
- Temperatura — tiempo: - Analitica (dos variables y geometria sencilla).
* Régimen estacionario: T no varia con t. * Métodos numeéricos.
* Régimen no estacionario: T varia con t. * Métodos graficos aproximados.
* Temperatura — coordenadas espaciales: * Métodos analdgicos (Ley de Ohm y Fourier).

+ Unidimensional: T varia con una coordenada. ° Analiticos aproximados.
* Bidimensional: T varia con dos coordenadas.
* Tridimensional: T varia con tres coordenadas.
* Generaciéon de energia:
» Sin generacién (Conduccién simple): G=0
* Con generacion G#0.
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-lij 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL

v’ Introduccién:

* Solucién analitica viable
+ Analisis de casos y metodologia

Régimen estacionario

pmzp%:—ﬂ(—kDDTFG P S 0=-0(-k[OT)+G 1)

v Casos:

* Geometrias sencillas
* Conduccioén sin generacién
* Seccion de paso constante y variable
* Conductividad constante y variable
* Conduccién con generacién
+ Solidos en serie
* Superficies extendidas
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.1 Geometrias sencillas

2.1.1 Conduccion sin generacion

v’ Ecuacidén general de conservacion de energia:
G=0 k = cte

0=-0(-kiOn)+G 51 == O(-kiOT)=01w =) |02T=0|m

Ecuacion de Laplace

Seccion de paso constante

= x
T=T(x)

<«
;N
%
v
N
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.1 Geometrias sencillas

2.1.1 Conduccion sin generacion
Modelo matematico

Seccion de paso constante
P (" d°T _ d(dT )
= =0 [8]
N dx  dx\ dx
Condiciones T(x,t) = [9]
de contorno \_ T (X,,t) = [10]

T
' Perfil de Temperaturas

\ 4

T(= =l T,
[ (x) = = (X=x)+ [11]]

2

b

Q
—
y I/Z T=T(X)

Flujo de calor

—>
v e % [q——kDDT——kEP— NE [ [12]]
X, = X €
k
Caudal de calor
0=qia= T - AT _ Fuerzampuisora 1
e R Resistena h
k[A
INGENIERIA TERMICA Curso 2014-2015
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.1 Geometrias sencillas

2.1.1 Conduccion sin generacion

. s . ) . . Modelo matematico
Seccion de paso variable: Geometria cilindrica - ~
d( dT
—|r——|=0
dr( drj e
L>>>R, _I'l:(Rl,t) i [16]
. T(R,)= iy
Perfil de Temperaturas |
Ll WL
[ T(r) T1+ ln& []lan [IS]J
RZ
A ry=f(r)=2lnlriL [14]
ri‘r 1 AD =T Flujo de calor |
1 1
. \ T=T(x) () = & D]]T-—kl:—l(l e imil] el [}r (1]
LN R,
: Ly _L-T [21] o R,
R, Ry T Q= e
KA, Caudal de calor |
T -T
Q=0(r) INn) =k I2OTIL)B* 2 [20]
p =ATA_ZLR-21LR _ 21L-R-R) 'an
Ln—= A Ln————= LR, Ln—= R
A 2TLR, R
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.1 Geometrias sencillas

2.1.1 Conduccion sin generacion

Seccion de paso variable: Geometria esférica Modelo matematico
a )
A(r) = 40701? d(rszj:O [22]
dr dr

T(R,T)=T, [23]
\T(Rz,t):Tz [24])

Perfil de Temperaturas

\ 4

[T(r) =Ty + iT% [ER%_%) [25]]

R, R;
’ )
R, Ry . | Flujo de calor
A, = [AA = | (47ER)-(47R2) = 4TER R, q(r):—k%:m%% [26]
R1 Ry
Caudal de calor
-
T =T T -T
[ Q=—1_—-% [2811 Q=q(r) IA(r) =k [{4n) Elﬁ [27]]
KAy R R )
. ) R R
INGENIERIA TERMICA Curso 2014-2015
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2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrias sencillas

2.1.2 Conduccion sin generacion

Conductividad variable

Conductividades térmicas de
algunos materiales a la temperatura

ambiente

Material k, Wim - °C*
Diamante 2300
Plata 429
Cobre 401

Oro 317
Aluminio 237
Hierro 80.2
Mercurio (1) 8.54
Vidrio 0.78
Ladrilio 0.72
Agua (I) 0.613
Piel humana 0.37
Madera (roble} 0.17
Helio (g) 0.152
Caucho suave 0.13
Fibra de vidrio 0.043
Aire (g) 0.026
Uretano, espuma rigida 0.026

*Multipliguese por 0.5778 para convertir a

Btu/h - ft - °F.

1000

CRISTALES NO
METALICOS

Wim - °C

100
SOLIDOS NO
NIETE

10

0.1

0.01
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ode 2. RéGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.1 Geometrias sencillas

2.1.2 Conduccion sin generacion

Conductividad variable

k =1
Promedio —
10000 TZ — Tl
k, Sélidos
Wim . °C Digmantes @=======00Z0z00 0 ————= Liquidos
....... Gases
\Tipo IIa
IUDO\TipD Tb
Tipo 1 Pl
— k(T) = ko(1 + BT)
Nﬂmmﬁ—: Oro -~ ‘-:‘ 0
00| Tungsteno

Pmmme e e =SS R

ko = a T

koEb

0011~

200 400 600 800 1000 1200 1 400
K
FIGURA 2-63
I ——— 3 3 A
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2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrias sencillas

U

2.1.2 Conduccion sin generacion

Conductividad variable

Ejemplo:
- Resistencia lineal K (T) =a- T+ b2 Integrando

O(KIOT) =0 30] \

[2 T2 +Db[T = 2T bt [ix — x, )+ 2 T2 +b[T, [31]}

* Geometria plana i
Perfil de temperatura

(x—x;)

J Caudal de calor

J

Generalizacion T-T T-T1 )
unidimensional y geometria sencilla Q=K A FH—2 =1 S 2 [32]
e
4 | ) Koo A
Q-= L, -T, _ AT _ Fuerzaimpulsora [33] /
e R Resistencia 33
K. A, -
Fundamento de analogia:
| = ﬂ [34] Ley de Ohm electricidad y transporte de calor
R
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2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.1 Geometrias sencillas

2.1.2 Conduccion con generacion L =ote
=

chPa‘;—I:—D(—kDDThG [4] I:> OOk mMT)+G =0 [35] I:> kO’ T+G =0

Modelo matematico
Geometria plana rectangular

o z ~
kde—-IZ_+G:O - dI:—G [37]
dx dx K.,
T, > T,> Ty T(x,t) =T, [38]
T, Enfriamiento ik dT _ _
\ newtoniano \ K [é dx szx =T~ To) [39])
T, -
Kf P T, Perfil de Temperaturas |
G~
K*x hO [T:kgmx—xl)[ﬁxz_x‘;xl _hEO[qu_TO):l-'-Tl [40:ﬂ
y A Q km m
z >
/ Flujo de calor

(0]
Xy

[q =GOx - xy) +hy OT, = T,) [41] ]

INGENIERIA TERMICA
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ods 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL

u 2.2 Sélidos en serie
Geometria plana
rectangular

Caudal de calor

/Q:ATl :AT2 _ AT, _ T,-T, _ T,-T, _ T,-T, @

Q=Q;=Q;=Q; Ri Rz R3 & S €
T1 kml Dohl km2 Db}nz km3 DA}ns
\T )
2| 0= T,-T, _
&« ., & . &
k, k, kq T, ZATi _ Fuerzampulsordotal
K >R Resistenai total /

Resistencias de contacto/conveccion
R=— | [43]
hC mm
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

v’ Superficies extendidas

Solido que esta sometido a transporte de calor por conduccion a través del mismo y
simultaneamente a transporte de energia por conveccién y/o radiaciéon con un fluido que lo rodea.

* Aumentar h

Aumento de Q: |:> < * Aumentar AT

« Aumentar A: superficies extendidas
~
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ods 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL

u 2.3 Superficies extendidas

v Superficies extendidas
+ Ejemplos: radiadores de calefaccion, motores, disipadores CPUs...
- Problema: resistencia adicional a TC (a través del s6lido — aleta — ).
* Conductividad térmica del material: parametro clave.

* Aletas de diferentes formas.

,
,
VR4 ’
VR4 7 4
VR4 7 4
,

Rg/ctangular Re-c’tangu.lar Anular Aguja
seccién constante seccion variable

. ______________________________________________________________________________________________________|
Curso 2014-2015
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oo 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

v’ Superficies extendidas

o F L
A ""I"-'J‘.".E' t“ - —
MR

'_Iﬂ- I|+- ﬁ HJI'I'I?'II'I;I' | .:\

I
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

v’ Seleccién de la aleta

- Espacio

* Peso

+ Fabricacion
* Costes

v’ Informacién importante

- La superficie extendida (aleta) ;mejora o empeora la velocidad de transporte de calor
entre el sélido y el fluido?

v’ Proceso

1. Determinar la distribucién de temperaturas en la aleta.
2. Evaluar la eficacia de la aleta.
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

Aletas de seccion transversal no uniforme
dAg(®) dQcon

AC (X)

/

Qx+dx

X

v Hipbtesis

y + Conduccién unidimensional (x)
+ Estado estacionario
X * Conductividad térmica constante

* Radiacién desde la superficie despreciable
* Sin generaciéon de energia

INGENIERIA TERMICA ., Curso 2014-2015
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ods 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL

U

2.3 Superficies extendidas

Aletas de seccion transversal no uniforme

dAgx) dQcon

/

AC (X)

Qx+dx

X

v [47-49] en [46]

dX(A G‘lj N PAs g7 - T,)=0

dx) k dx

(v Ecuacién de conservacién de energia (ECE):
Qy = Qyiax + dQcon [46]

v Ley de Fourier:

Q, = KA, 5@ [47]

R T8 (o
o = Oy + SR B = kA B KBS A e

\ v Conveccidn con el fluido:

dQey, =hHA HT-T,) [49]

dT (1 dA. 1
[50] |:> dsz{A Dddxj% (A—E—EEId—XJEQT—Tw):O [51]

©
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

Aletas de seccion transversal uniforme (A; = cte)

A =PIx| [52]
T,
T,
i Qcon Ty Qcon
Qx\ o > _ IR
: ;
: A
1
L 1
P =2w+2t P=2nR
AC =w-t AC = T[].{2
INGENIERIA TERMICA Tema 2. Conduccién CursoN%02124:’2e0;g
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ods 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL

u 2.3 Superficies extendidas

Aletas de seccion transversal uniforme (A; = cte)

v'Ecuacién general: ~N
2
0 l +( L EQACJEICE—(LEEB%jEﬂT—TwhO [51]
dx A, dx ) dx (AL k dx
d*T  hP
. e i —~ AT-T7,)=0
v Simplificaciones: > a2 kAc 53]
* Ag=cte > dA/dx=0
. Ag=P-x > dAgdx =P
/
v Condiciones limite:
1. Base de la aleta x=0 T=T [54]
2. Extremo libre de la aleta. Opciones:
A) Balance de energia en el extremo (conveccién): x=L - (k A EI((j—D =hRA- T -T,) [55]
x=L
B) Extremo adiabético: x =L % =0 [56]
X
C) Temperatura conocida: x=L T=T, [57]
D) Superficie extendida de gran longitud: x=L(L -o0) T =T, [58]
e s, Toma 2. Conduceion



ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

Aletas de seccion transversal uniforme

Perfil de temperatura y caudal de calor intercambiado en la aleta

- Perfil de temperaturas: solucién ecuacién [53] dz; NP -1y =0 (53]
adx k DA\C
* Caudal de calor: Q, = jh AT -T,) WA [59]
AA
Caso Distribucion Temperatura 6/6g Caudal calor Q A
cosh mIL —x) +(h/mk) Lsenh m [{L — x) M E~§enh mL + (h /mk) [éosh mL
A cosh mL +(h/mk) [senh [mL cosh mL + (h / mk) senh mL
cosh m (L —x) M [fanh mL
B cosh mL
(01, /Op) Benh mx + senh m(L - x) M Dc:osh mL -6; /6p
senh mL senh mL
D o "X M

0=T-T,; 85=60)=Tg-Ty :m?=hP/kAc; M= /hPkAc Bg

INGENIERIA TERMICA 2. C ., Curso 2014-2015
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

QA:jhE(T—Tm)BdAS [59]

AA

v Desempeno o efectividad de una aleta:

Relacion entre el caudal de calor transmitido a
través de la aleta al fluido, Q,, y el que
existiria sin aleta:

_ Qa
3 =
* h DQ\:,B EQTB _Too) [60]

v Eficiencia de una aleta:

Relaciéon entre el caudal de calor
transmitido a través de la aleta al fluido,
Q,, v el maximo posible, Qyax (si la aleta
no ofreciera resistencia al TC y toda su
superficie estuviera a Tp):

P =2w+2t
== = s [61] .-
A QMAX h DA‘A EQTB _Too)

INGENIERIA TERMICA
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

Aletas rectas

Rectangular
_tanhm [Lc
Ap =20W[Lc NA = m e
Lc=L+(t/2)

D

1 I;(2mL)
NA =
m L Iy(2mL)

A

_ 2
"o [4[Qm[L)2 +1]1/2 +1

Ap :w[[Q [L+(L2/t)|]]n (t/L+C1)]

D

t Y W
t L
Triangular
AAZZBNEﬁL2+(t/2)2]1/2 R w
=L
Parabdlica
t i W
L

Cq = [1+(t/L)2]1/2

INGENIERIA TERMICA 2. C ., Curso 2014-2015
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

Aleta circular

™~
Rectangular J L Na =C K1 (mry )04 (mry ) =14 (mrq ) K4 (mry )
i A7 72 1o (mry ) K4 (mr )+ Ko (mry )04 (mr,)
— 2 2 |
An =202 -12) LEI*t sz(,Zzﬁh /I;)
ryc =1 +(t/2) > (fzc 1 )
2
Aleta tipo pin
Rectangular
¢ _tanhm [Lc
Ap=mDLc D L
LC = L +D / 4 |_
Triangular ’
nD [ 5 SJ1/2 D A = Rz
Aa = +(D/2) |_ 4/90m L)~ +1 "~ +1
INGENIERIA TERMICA Curso 2014-2015
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ode 2. REGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
u 2.3 Superficies extendidas

v’ Eficiencia global de la superficie:

_ QT Ar =NCA, + A [63]
* N: nuimero de aletas
* Qr Caudal de calor total - A, 4rea de cada aleta
+ Ay Area Total * Ay’ 4rea de la base expuesta al fluido

* Qryax' Caudal de calor maximo

Qrmax: caudal de calor que se obtendria si toda la superficie de las aletas estuviera a la temperatura
de la base, Ty. Es suma del transmitido a través de la base expuesta al fluido y de la aleta.

Qr =N @yax +h A AT - T,,)

T){l_

NTA,
At

m-m}

Q; =N, A, 0T, -T,) +h A [T, - T,,) [64] N, = hquTTB
Q; =h [N, [A, +(A; =NA)| (T - T,,) [65]
QT =h DA\T EE]. - NADA\A [(1 - r]A):| ETB —Too) [66]

T \

[67]

Sustituyendo en [62]

Q7 =Ng [y pmax =N thA; Tz - T,,)

[68]
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ods 3. REGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL

v Introduccidén:

* Régimen estacionario unidimensional:
+ Sistemas muy sencillos pero de aplicacion real
* Régimen estacionario multidimensional:
* Limites del sistema irregulares
* Temperatura limites no uniformes
* Solucién analitica: 2 dimensiones y geometria sencilla

v’ Métodos:

« Analitico
* Grafico aproximado.
* Numeérico: incrementos finitos

INGENIERIA TERMICA 2. C ., Curso 2014-2015
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ode 3. REGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
u 3.2 Método numeérico: diferencias finitas

3.2.1 Red nodal

v’ Construccidon de la red nodal:

Dividir el sélido en una serie de celdillas de dimensiones iguales y a ser posible con superficies
de mallas paralelas a los limites del cuerpo a analizar.

v Ejemplo: Conduccién bidimensional (rectangular)

®
m, n+1
! }
m, n
. I A
I /'
I |
| |
'__-___I
T ,
o m, n-1
®

INGENIERIA TERMICA ., Curso 2014-2015
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ode 3. REGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
u 3.2 Método numeérico: diferencias finitas

3.2.2 Ecuaciones nodales
v Obtencién de distribucién de temperaturas:

Se obtiene resolviendo la ecuacion de conservacion de energia en cada uno de los nodos.

3.2.2.1 Diferencias finitas
E.G.C.E

*Régimen estacionario.

2 2
- Sin generacién |::> 0°T=0 O 6_1 + a—l =0 [76]
* Conduccion bidimensional ox” ay
m. n+1 NODO INTERIOR
’ | 32T oT/9x] —oT/ox
4 m-1 : m : m+1 — ~ m+1/2,n m-1/2n
m, n T(X) : 1 :: 1 : 0X m,n Ax
| | |
S 1
1 I I : ® : : ﬂ _ Tm,n - Tm—l,n
—5 t 1 +— ! -
I ' m+1, n : : l : : 0X|rm—1/2n AX
| ! I " I | |
'--q--- : : : : ) ﬂ ~ Tm+1,n_Tm,n
T 0X| s AX
: ' m-1/2 | m+1/2, ez
m, n-1 Ax Ax X

[77]

[78]

[79]
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3. REGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numeérico: diferencias finitas

3.2.2 Ecuaciones nodales

3.2.2.1 Diferencias finitas

[78], [79] en [77]

U

6_2]— ~ Tm+1,n + Tm—l,n -2 EI-m,n [80]
x> n (ax)?
a_zT ~ Tm,n+1 + Tm,n—l -2 EI-m,n [8 1]
ay2 o (Ay)z
2 2
0’T=0 O a—l+a—1=0 [76]
ox= oy

\

J

m, n+1

Ax

ml+1

Tef TP
m, n b :
: — m+1,n I I
| ! : ;
it b ! !
|
r — —
m, n-1 Ax
Tm+1,n + Tm—l,n -2 EI-m,n + Tm,n+1 + Tm,n—l -2 l:l-m,n -0

(@)

Ax = Ay ! ‘

(ay)

Tm+1,n + Tm—l,n + Tm,n+1 + Tm,n—l -4 [Tm,n =0

Ecuacion algebraica

[82]

[83]

' m-1/2) m+1/3

X
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ode 3. REGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
u 3.2 Método numeérico: diferencias finitas

3.2.2 Ecuaciones nodales

3.2.2.2 Balance de energia Energia (neta) que entra + Energia generada=0 [84]
* Ejemplo: régimen estacionario con generacion 4
* Suponer: flujo de calor hacia el nodo ZQ‘ o *GOMX Y A7) =0 [85]
i=1
Nodo interno con generacién - L1
Quynomn =kHayn)Em2to_mn [86]
Ax m-1,n-m,n AX
m, n+1 I 71
T I Qurain.mn = kMay 1) 30N mn [87]
’ ’ AX
Ay
| — o
T (ISR Ay Qunat rmn =k [AX ) E—]%;m” [88]
m-1,n| m,n |[m+l,n
L——» Ax = Ay Qo =kax ) Eme ~Imn [89]
Ax : : Ay
m, n-1 \_

Y
2
Tmstn ¥ Tnoin ¥ Tanss ¥ T — 4000 +G % =0 [90] G=0 > [83]
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3.2.2 Ecuaciones nodales

3. REGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numeérico: diferencias finitas

’

3.2.2.2 Balance de energia Tt =T
g Qi nmn = k Ay ) FRL0__MN [91]
’ ’ AX
Nodo esquina interna con conveccion Tosin = Ton
(sin generacién) Qus1nomn =k [Ay/20) 3= N~ [92]
Tng—T
I ot _n_"'_l_: _ < Qunpvat .rmp =k [AX/20) BT 1Ay M0 r9a]
I 1 l
I I I
Ay | I L I T 1
| I Q . =k MAX 1 Dm,n+1 m,n
Yo__. __emtl,n mamn =KX Q) Ay [94]
- | |
m-1, m, |m, n : Qump =N IAX/ 2T, =T )+
| 1 T I [95]
| T, L hotay/2)dT, - T.,.)
- JI- _____ * _____ - -
+——.m, n-1.

Ax 4 G=0
ZQ_m,n+GE—iz(Axmymz):O [85] Ax = Ay
i=1

h LAX h LAX
Tm—l,n + Tm,n+1 + 075 EI-m+1,r\ + 075 EI-m,n—l + T EI-oo - (3 + T) |——Tm,r\ =0 [96]
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ods 3. REGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL

u

3.2 Método numeérico: diferencias finitas

3.2.2 Ecuaciones nodales

Configuracion Ecuacion en diferencias finitas ( Ax=Ay; G=0)
m, n+1 Nodo en esquina interna con conveccion
h CAx
Ay r-t-- Tm—l,n + Tm,n+1 +0,5 |:n-m+1,n +0,5 |:“—m,n—l * T,
v | 1
h CAx
m-1, n i imn 'm+1,n - (3 T )En—m,n =0
I__
TOO
< Ax » m, n-1
m, n+1
Ly — - o
: Nodo en superficie plana con conveccion
v 0o
m_l’ e I: m, n Tm—l,n + 0’5 |:(Tm,nﬂ + Tm,n—1)+ hEAx Ijoo - [2 + h mx) Ijm,n =0
< Ax » m, n-1
T Nodo en esquina externa con conveccion
ML ) h Ax h Ax
3 mon 0,510 +0,6 0 + a0, - [1 + ” Jljm,n =0
Ay L
A
< e m, n-1
m, n+1 Nodo en superficie plana con flujo constante
<« q'lAX _
Ay - Tm—l,n wr 0'5 [(Tm,n+1 w Tm,n—1)+ Kk -2 |:rm,n =0
v ! D
m-1, n ; m<n_ Q Nodo en superficie plana adiabatica (Q’=0)
L ,4_ Tm—l,n +0,5 E(Tm,nﬂ + Tm,n—l)_ 2 ljm,n =0
SRyt m, n-1
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u 3.2 Método numeérico: diferencias finitas

Resumen de construccion de redes nodales

T1=T2>>T3=T4

T1

T4
T2
T3 Ax = Ay
e = o A ]
INGENIERIA TERMICA Curso 2014-2015
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u 3.2 Método numeérico: diferencias finitas

Resumen de construccion de redes nodales

Teo <TB

o &
TB e
o'e
Too
Ax = Ay
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u 3.2 Método numeérico: diferencias finitas

Resumen de construccion de redes nodales

TB

Ax = Ay = Az
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ode 3. REGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
u 3.2 Método numeérico: diferencias finitas

3.2.3 Solucion de las ecuaciones

Ecuacién diferencial |:> Sistema de N ecuaciones algebraicas

N = numero de nodos

v Métodos de solucién del sistema de ecuaciones:

* Directos (N no muy elevado)
- Indirectos o iterativos (N elevado)

3.2.3.1 Metodo de inversion de matrices

Sistema de N ecuaciones con N incégnitas

Qyq Uy + 0y Ug + Qg Og -+ 0y Uy =4
g1y + Qg Uy + Qg g+ + Qg =Cy [97] I:> [AllT]=[c] sl

Ong 07 +Og Oy + O g+ + 0y Oy = Cpg
! ‘ Solucién

T1=101 [Cy 015 [Cy +073 [Cy +--- +oy [Cy
Ty=10g; [C; +bgy [Ty +bgg [Ty +--- + gy [T -1
e ] PYRIR =R A e

Ty=bn [C; +oyg [Cy + b3 [Ty +--- + by [Cyy

Curso 2014-2015
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u 3.2 Método numeérico: diferencias finitas

3.2.3.2 Méetodo de iteracion de Gauss-Seidel

1. Reorganizar ecuaciones nodales

1 ‘aZN‘ ‘aNN‘>‘a N3’ “‘aNN‘ [101]

A 2, >

a, >

2. Despejar la temperatura de cada elemento diagonal

c. N;jiiaij
E—E—Z;Tj [102]

J'=1 I

3. Suponer una distribucién inicial de temperaturas (k=0)

k=0 Tk=0 Tk=0 k=0
Tl T2 T3 o TN

4. Calcular una nueva distribucién de temperaturas (k=k+1)

k i = uD- Zouu-kl
a o [103]
J 1 || J |+]_
Qp Oy + 0 Op +ayg O +---+ 0y Oy = ¢4
5 Comprobar la convergencia Qg [T + gy [Ty +Qlgg [Ty ++++ + Ay [Ty = Cy [97]
=17 <e| 1104 ' '
Qng 7 +Og Oy + O O3+ + Oy Oy = Cpe
INGENIERIA TERMICA Curso 2014-2015
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3. REGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numeérico: diferencias finitas

3.2.3 Solucion de las ecuaciones
3.2.3.1 Método de iteracion de Gauss-Seidel

100°C

* Nodos internos: 1, 2, 3, 4

m+1,n + Tm—l,n + Tm,n+1 + Tm,n—l -4 Um,n =0

500+100+T, +T, -4 (T, =0

500 +T, +T, +100 -4 (T, =0 ‘\

T, +100+100+T, -4([T3 =0 3. Reorganizacién

-, +40,+0-T, =600

:—60‘”45”3 0-T,-T, +4[T, =200

_600+T, +T,
4

_200+T, +T, )
- 4 4. Despejar temperaturas

_200+T, +T,4

500°C 1. Red nodal
¢ —* ¢ | 2. Ecuaciones nodales:
¢ ¢! o2 o T

100°C

1
® Y ® ®

100°C

5. Resoluciéon /\

K i, T, T, i, 5
0 300,0 300,0 200,0 200,0
1 275,0 268,8 168,8 159,4 Ty
2 259,4 254,7 154,7 152,3
3 252,3 251,2 151,2 150,6 Ty
4 250,6 250,3 150,3 150,1
5 250,1 250,1 150,1 150,1 T
6 250,0 250,0 150,0 150,0 !

4
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olo 4. REGIMEN NO ESTACIONARIO

v Transmisién de calor en régimen no estacionario-

* Generalmente: cambio en las condiciones limite del sistema
* Ecuacidon de conservacion:

pLcp %?D(—WDTFG [4]

* Solucién analitica: 2 variables y geometria sencilla (Reg. no estacionario: unidimensional)

v'Solucién de la ecuaciédn:

o Método analitico.

* Resistencia interna despreciable.

* Resistencia interna no despreciable.
o Soélido semiinfinito.
o Método numérico.

* Método explicito.

* Método implicito.
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4. REGIMEN NO ESTACIONARIO

4.1 Método analitico

v" Aplicacién

Conduccién unidimensional.

Ejemplo: calentamiento de un sélido por inmersion en un fluido caliente.

Resistencias en serie:

- Externa: fluido (conveccién)
- Interna: sélido (conduccién)

Numero de Biot

T(t=0):/>
|
T(t=t1,:f_

T(t=t2§/—
|

T(t=t)
Ly

R r

Bi<0,1
T = T(t)

. R, L./k _hIL
B| —_‘int — =C — © [105]
RexT k
| 1 |
A T 1 '].“-,o 1 A T |

-

K
K

T(t=0),y,

I
I
I
I
I
i
|
'R

T(t=t
\_()%’_
< L

R r
Bi>0,1
T =T(,r)
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u 4.1 Método analitico

4.1.1 Resistencia interna despreciable (Bi<0,1)

v'Balance de energia

T, 4T T d1 hA
e v =hAdl, 1) [106] = = et
v’ Integrando:
N\ T=t) LaT . hA T,-T hCAD
== Jat = = exp| - [108]
— T(t=t,)— 1-T) ple, V) T.-To p Lty OV
Tt=t,) 9 = il =exp| — h d<— é[g 00| =exp| - hilc Boﬂ = exp(— Bi EO) [109]
< > % Tu-To pleplc k Lc kK L%
r R R Tr
* Ntimero de Fourier: Fo=at /L2
* Difusividad térmica: a =k /pcp
] , - . L —X——4/3BTER3 _R [110]
- Longitud caracteristica (esfera): lc == —=5=3

v'Caudal de calor:
-Instanténeo (t): Q) =h[A IZ(Too - T(T)) =h[ADB(t) =h[A D, eXp(— Bi [EO(T)) [111]

T
‘Total 0 D t): Q= j Q) [t = p &y [V B, [l —exp(-BiFo))|  [112]
0
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4. REGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analitico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1)

T,

AT

T(t=0)f

T(t=t
_\y_
< >
r R r
Bi>0,1
T = T(t,r)

Caudal de calor <::|

k =cte
G=0

p[Ep a‘;—lz—m(—kum)m [4]

—

AR

o ot

[113]

v Modelo matematico: sélido esférico sumergido en bafo

110 rm‘ij
a ot r? or or

t=0 : R=2rz0 : T=T,

t>0 * r=0 : (ﬂj =0
or J).—o

t>0 : r=R : —k[ﬁﬂj =h T, —T)
or r=R

[114]

[115]

[116]

[117]

v'Solucién del perfil:

* Forma de series

« Ntumeros adimensionales (Bi y Fo)

- Temperatura (8) y posicién adimensional (&)
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olo 4. REGIMEN NO ESTACIONARIO
u 4.1 Método analitico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1)

Geometria Solucién analitica rigurosa Solucion apro  ximada (F0>0,2)

6 = C,exp-A’Fo)cos(,{)

Pared plana (x) ©
P () 6= ZCN expA3 Fo)cos@, &)

ffs_pif; o o, =6,cos0¢) @
- __ 4send,) o
Bi= 1 =2, vsened,) Q oy o
k _ =F QRef )‘1
Avtg(Ay) = Bi
Fo = or_;c
X1
Cilindro (1) > 8 = C expA’Fo)J,(AL)
o 6=> C,exp-AFo)J,(A$) 1 17/ o\
;afl(r)/g:mdm_ : Z N S 0, 0=63,(A¢) @
) 2 3w 20
gi = R Cn = PN Jg(/\N;+'312(/1N) Q =1-—"273,(A,) ©*
k 3.0 QRef Aq
_ at /‘N 1( N) = Bi “)
Fo R Jo(Ay)
Esfera (r) - 1 1
radio esfera = A, 6=> Cyexp(-Ay Fo)ﬁsen@N{) 6= Clexp(—AfFo)ﬁsen@lZ)
N=1 N 1
Quu = p &, VT, - T,) ST o . Asenf,) =, cosd,)) o, 0=6,Leenas) @
- - - Bi :h_R0 § 2A +sen@Ay) ' ° e !
[118] k 1- A, cot(A, ) = Bi Q

—1- 20 [senp,;) -1, cosp)]

Fo=2 =
°°rR Qref A
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u 4.1 Método analitico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1). Graficas de Heisler
1.0

100
=S
50 . .
0.7 30 Debe cumplirse que :
0.5 * T, constante y homogénea en el sélido
0 y g
0.4 * k, T constantes y homogéneas en el fluido
0.3 + Ausencia de generacion de calor en el sélido
0.2
10 —
05 RS
0.4 B
0.1 i
0 0.2
0.1
<
L 0.05
S oos AL
ol 0.03 '

NG 25 \ AU ER
I e 1.8
' | 2
ESE : ' ] )
A ! \ : .
- 0.01 e
0.007 L "=
0.005 o
0.004 Ly T I
0.002 oz
& ]
0.002 6.1 i ;
\\\ B NN \\
0 2
0.001 - “
4] 1 3

2 4 6 8 101214161820222426 2830405060 70B0S0100 115 1306 150200 300
lcetlr?) = Fo
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4. REGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analitico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1). Graficas de Heisler

1.0

0.9

0.8

0.2

0.4

0.6

08

0.9

1.0

Debe cumplirse que :

* T, constante y homogénea en el sdlido
* k, T constantes y homogéneas en el fluido

+ Ausencia de generacion de calor en el sélido

Bi~' = klhr,

§ \ T

0
0.010.02 0.050.1 0.2 0510 23 5
(kfhr;) = Bi™!

T

10 20

/"/

e \\\\ N\\

4 6 8B 10121416 1820222420 2830405060 7O BOS0100 115 130 150200 300
{eet!r?) = Fo
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4. REGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analitico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1). Graficas de Heisler

1.0

0.2
0.9

08104

0.7 o

Q-.’.I
0.6

k]
2|"T

0.6

o [

0.5

= |z°

0.4

03|08

0.2
0.9

0.1

SRR

1.0

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

107 1 10# 10° 104

2
h ‘E”) = Bi® Fo

10

107

0
107

N\

N

L A

0.002

0.001

§
0.010.02 00501 0.2 05 1.
(kihr,

\

e

.. \\m
023 5 10 20 50 100 . 50
) =i \ 5 \,
ll.U.é i
RN SO
Al {222\ NN
(] T 2 3 4 6 B 10121416 1820222426 2830405060 708090100 115 130 150200 300

{eet!r?) = Fo
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4.2.1 Método explicito

v Ejemplo

4. REGIMEN NO ESTACIONARIO
4.2 Método numeérico

[4]

* Bidimensional

*Sin generacion

* Coordenadas rectangulares
* Conductividad constante

oty BF = -0(-k mT)+G

ot

Derivadas espaciales

—

-
a

AN

ot

0%T

x>

0

ay [125]

Derivada temporal

INGENIERIA TERMICA
2° Ingenieria en Energia

Tema 2. Conduccion

(62T| Tm+1 nt T n - |——Tm,n \ r — \
o () [80] f=p At [126]
p+l P
aZT Tm nt1 T Tm n-1" EI-m n o1 ~ Tm,ﬂ ~ Tm,ﬂ
k m,n ) m.n
1 T,:?_Tr:n Tr?1+1n il —1n_2Erp Tran+1+Tr$m—1_2D-r:n
— oo mn - - L [128]
o Af (ax) (ay)
o [At
p+1 — P P P — P
T FO [quﬂ n + Tm—l,n * Tm,n+1 * Tm,n—l )+ (1 4 [H:O) |—_Tm,rl [129]
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u 4.2 Método numérico

4.2.1 Método explicito

T::‘;l =Fo [QT:;H” +TP +T°P +7P )+(1—4 [Eo)[l'::m [ca 129] A

men oo ot Ecuaciones explicitas
‘ | g R
1 +1 ! !
: . P =For® +T° |+(1-2[Fo)OP
dimensién m,n m+1 m—l) ( ) m| [131] J
v’ Proceso de célculo: v’ Precisién:
‘p=0 9 Temperaturas (T, ))at=0 Depende de Ax, Ay y At
‘p=1 =» Temperaturas (T )at=At * A menor valor del incremento:
‘p=2 = Temperaturas (T, ) at=2At * Mayor precision
............ * Mayor tiempo de calculo

*p=¢? 9 Temperaturas (T, ) a t =ty

v Proceso de calculo:

- El método explicito converge para determinados valores del incremento de tiempo (hay un valor

maximo por encima del cual no converge la solucién).
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u 4.2 Método numeérico

4.2.1 Método explicito Convergencia de la solucion

* Eleccién incrementos espaciales: compromiso entre precisiéon y requerimientos de calculo.
* Eleccion incremento temporal: criterio de estabilidad de la solucidn.

v’ Criterio de estabilidad:

El valor del coeficiente asociado con la temperatura del nodo de interés en el tiempo anterior,

p, deber ser mayor o igual que cero.

v Ejemplo: sistema bidimensional y nodo interior:
P+l _ o P P P _ o
Tm,n - FO Etlrrrwl,n * T * T + Tm,n—l )+\(1 4 [E:O) Um’j [Ca 129]

m-1,n m,n+1

1
Fo<t
o<~ [132]

v Ejemplo: sistema unidimensional y nodo interior:

T:w;l:':o LT )"'(1_2[50)[[?q [ca 131]
’ N )

m+1 m-1

e

1
Fo<—
2 [133]

Curso 2014-2015
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4. REGIMEN NO ESTACIONARIO
4.2 Método numeérico

4.2.1 Método explicito

Balance de energia:

Balance de energia

E. (neta) que entra + E. generada = E. acumulada

v Nodo exterior:

TP -

WAL, TP )+ <2 (1P - T A GA—X 97
Unidimensional EﬁT )+ [6 ) PLL [134]
Sin generacion ﬂ
Coordenadas rectangulares
: L R
p NG
I I I h [AX
Fluido : : : ﬂ, Bi=—— [137]
| | |
h To, T, | Ty | T, o1 =2Fo [ﬁrlp +Bi ij)+(1—2 [Fo-2BiFo)TP| [136]
T, ¢ I e , o @ . —
| | | Y
: ; | Criterio de estabilidad
| | | 0
i i i Foll +Bi)<1/2| [138]
«—> —> . .
Ax/2  Ax v'Nodo interior (ya visto):
- 1
2% =FoP_+T°_)+(1-20F0)T° [[ca 131] [Fos 5| [133]
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o 4. REGIMEN NO ESTACIONARIO
u 4.2 Método numeérico

4.2.2 Método implicito

[4]
v
Ejemplo pl]:PGg—I:—D(—kEIDTHG
. B.1d1mens1or.1?l 1 ﬂ 92T 6
*Sin generacién Pl 6 [125]
* Coordenadas rectangulares X y:
* Conductividad constante
T =T Tean*tThan =200 TR +TR,—20°
Explicito 1 — @t S 12 mn , M M iR [128]
a A (ax) (ay)
-|—p+1 _ -|-p Tp:l + -|—p+1 -9 D—p+1 Tp+1+ + -|—p+1 -9 D—p+1
Implicito len mn __M*tn " 'm-in mn_ M 17 'mn-1 - [139]
a A (ax) (ay)

ﬂ Ax = Ay

(1+4Fo)TP —FolP +TP*1 +1P* 44l J=1p

m+1,n m-=1,n m,n+1 m,n-1

[140]

v’ Balance de energia

Nodo superficial (1 +2[Fo+2Fo Bi) OIS -2 &, OP*! =2 Fo BiT,, +T§

[141]
Unidimensional
Nodo interior 1 +2Fo) TR —F, OTR* + Tﬁ;ﬁ) ™ [142]
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4. REGIMEN NO ESTACIONARIO

4.2 Método numeérico

Método explicito
Configuracion _ Criterio Método implicito
Ecuacion ( Ax=Ay; G=0) csETee
m, n+1
pog (1+4Fo) (TP ~Fo ]
A TP*! = Fo [@TP #TP  4TP 4P ) ) ’
mLn : : M+, n m,n m+1,n m-1,n m,n+1 m,n-1 Fo<— (Tp+1 + Tp+1 + Tp+1 + Tp+1 )
:__ 1 + (1 -4 EFO) Dl"p 4 m+1,n m-1,n m,n+1 m,n-1
m,n = Tp
m, n-1 m,n
, N+l
c e P = 230 {1+4[Fo[€1+1EBiHEFp+1—%D70D
Ay et et HEpd 3 3 mn 3
v ! 1 m+ln P P P P i N3 +1 +1 +1 +1
mant 1 fmn (Tm+1,n + 2Tm—1,n + ZTm,r1+1 + Tm,n—l +2[Bi El"mj Fo[{3+Bi)< 7 Txlt:()1+l,n + 2"1"1151’1_1/n + 2T§1,n+l + Ti/n_l J
-5
G NPy +(1—4EF0—£EB1EF0)EFP =TP +éEIBi[IFoEl"w
JAVS 3 m,n mn 3
m, n+1
‘ TP* = Fo ([1+2Fo o2 +Bi)) (TP —~Fo O
Ay -= m,n m,n
\ 4 | Too P p p . . 1 p +1 p +1 p +1
o (ZEI“ +T +T +2IZIB1EF°OJ+ Fol{2 +Bi)<— 2T +T +T
m-1, : m, n m-1,n m,n+1 m,n-1 2 m-1,n m,n+1 m,n-1
+(1—4EIF0—2EIBiDFo)El"in =TP  +2[Bi [Fo [T,
< A » m, n-1 ’ m,n
mln T, TP =2 (o) [1+40Fo 1 +Bi)](TP*! ~2(Fo
A T
L |jmn (2|Z[P +TP +2|:|Bi[["ooj+ Fo[ﬂ1+Bi)sl EQZHPH +TP* j
Ay m-1,n m,n-1 4 m-1,n m,n-1
T——lm.na +(1-4[Fo - 4 (Bi [Fo) TP =TP +40BilFolT,
AX m,n m,n
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